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4. อนุพันธ์และกฎของการหาอนุพันธ์ 
4.1 ลิมิต 

     ถ้าค่า  xf  ของฟังก์ชัน x  เข้าใกล้กับจ านวนจริงที่จ ากัด L เพียงค่าเดียวเท่านั้น ส าหรับทุกๆค่าของ 
x  เมื่อ x  เข้าใกล้กับ a  จากทั้งสองข้าง (แต่ไม่เท่ากับ a ) ท าให้เรานิยาม กับ L ว่าเป็นลิมิต (Limit) 
ของ  xf  เมื่อ x เข้าสู่ (approach) a  และเขียนได้ว่า 
                            lim

ax

 xf  = L 

 
 
 

     เมื่อสมมติให้     lim
ax

 xf  และ    lim
ax

 xg   มีอยู่จริง สามารถใช้กฎของลิมิต (Rule of 

limits) ต่อไปนี้เพื่อก าหนด 
     1.   lim

ax

k  = k   (ค่าคงที่ k )  

     2.   lim
ax

nx  = na  (n  = จ านวนเต็มบวก) 

     3.   lim
ax

 xfk   =  k lim
ax

 xf    ( k = ค่าคงที่) 

     4.   lim
ax

    xgxf   = lim
ax

 xf   xg  

     5.   lim
ax

    xgxf   = lim
ax

 xf lim
ax

 xg  

     6.   lim
ax

    xgxf   = lim
ax

 xf lim
ax

 xg  , [ lim
ax

 xg  ≠ 0 ] 

     7.   lim
ax

  nxf  =  [ lim
ax

 xf ] n , n > 0  

 

Example 1 จงหา lim
2x

 xf  เมื่อก าหนดให้   xf  
2

4
2

2






x

x  ,  2x  

                          ไม่สามารถหาค่าได้เมื่อ 2x  เมื่อ  x  เข้าสู่ 2 , 2x  
     สรุปว่าลิมิตมีอยู่จริง (exists) เพราะว่าลิมิตของฟังก์ชัน เมื่อ x  เข้าสู่จ านวนใดๆนั้น จะขึ้นกับค่าของ 
x  ที่เข้าใกล้จ านวนดังกล่าวเท่านั้น 
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โดยค่าของลิมิตคือ lim
2x 2

4
2

2





x

x = 4 

x   xf  
-2 
-1 
0 
1 
  
4 

0 
1 
2 
3 
  
6 

 
 
ในกรณีที่ไม่มีกราฟ เราสามารถหาค่าลิมิตโดยใช้กฎของลิมิต ได้ดังนี้  
a)    lim

5x

24 = 24                                                                                                       (กฎข้อ 1) 

b)    lim
7x

 2x  =                                                                                                          (กฎข้อ 2) 

c)    lim
2x

 4 3x  =                                                                                                  (กฎข้อ 2 และ 3) 

d)    lim
3x

 xx 54   =                                                                                                (กฎข้อ 4) 

c)       58  xx  xx 54   = lim
4x

 8x lim
4x

 5x                       (กฎข้อ 5)                                                                  

 
4.2 ความต่อเนื่อง  ฟังก์ชันที่ต่อเน่ือง (continuous) คือ ฟังก์ชันซึ่งเส้นกราฟไม่ขาด โดยฟังก์ชัน f จะ
ต่อเน่ืองที่ ax   ถ้า 
     1. C เป็นนิยาม นั่นคือมีอยู่จริงที่ ax   
     2. lim

ax

 xf  มีอยู่จริง 

     3. lim
ax

 xf  =  af  
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Example 2  จากรูป 
หาก                         3     เมื่อ x < 4 
 a      xf  =  

                               2
2

1
x   เมื่อ x   4 

 
จุดที่ไม่ต่อเน่ืองคือ lim

4x

 xf  ไม่มีอยู่จริง 

 

 

 

 b  lim
6x

 xg                                                                       

     

lim
6x

 xg  มีอยู่จริง 

 

 

 

โดยลิมิตและความต่อเน่ืองไม่จ าเป็นต้องไปด้วยกัน ลิมิตอาจมีอยู่จริงที่จุดใดจุดหนึ่ง โดยฟังก์ชันไม่
จ าเป็นต้องต่อเน่ืองที่จุดนั้น (สรุปว่า ลิมิตเป็นเงื่อนไขที่จ าเป็น (necessary)) แต่ไม่เพียงพอ (sufficient) 
ส าหรับความต่อเนื่อง 
 
4.3 ความชันของฟังก์ชันเชิงเส้นโค้ง 
     ความชันของฟังก์ชันเชิงเส้นโค้งไม่ใช่ค่าคงที่ โดยความชัน โดยความชัน ณ จุดต่างๆจะแตกต่างกัน
ออกไปในทางเรขาคณิต  เราวัดความชันของเส้นโค้ง ณ จุดหน่ึงได้โดยความชันของเส้นตรงที่ลากมา
สัมผัสกับฟังก์ชัน ณ จุดดังกล่าว, เส้นสัมผัส (tangent line) กับฟังก์ชันเชิงเส้นโค้ง คือเส้นตรงซึ่งแตะ
เส้นโค้งที่สุดเดียวเท่านั้นในพื้นที่รอบๆจุดดังกล่าว   
     การวัดค่าความชันของฟังก์ชันเชิงเส้นโค้งที่จุดต่างๆกัน จ าเป็นต้องใช้เส้นสัมผัสที่ต่างกัน ดังแสดง
ไว้ในรูปที่   4      a ,  b  
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x

y    xxfxfy  122

 11 xfy 

1x 2x
x

y

 a

                                                                                            Tangent Line T              เส้นตัดกราฟ S                       
         

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที่ 4           
                                                                                         

Slope ของเส้น ตัดกราฟ  s  = 
12

12

xx

yy



                                                              

เมื่อให้ xxx  12
 และ  xxfy  12

 เราอาจเขียนความชันของเส้นตัดกราฟ ในรูปของสมการ
ผลต่างสืบเน่ืองได้ดังนี้ 

              s  =    
  11

11

xxx

xfxxf




 

               s  =    
x

xfxxf



 11  

ระยะห่างของ 
2x  และ 

1x  เล็กลงเร่ือยๆ นั่นคือ 0x  เส้นตัดแกนจะหมุนรอบ หลักไปทางด้านซ้าย
แล้วค่อยๆเข้าใกล้เส้นสัมผัส T ซึ่งเป็นความชันของฟังก์ชันที่จุดนั้นเช่นกัน 

     ความชัน T = lim
0x

   
x

xfxxf



 11  

และอาจเขียนได้อีกอย่างว่า 

     ความชัน T = lim
0h

   
h

xfhxf 11   

 
Example 3 หาความชัน    ของฟังก์ชันเชิงเส้นโค้ง   23xxf   

                    ความชัน T = lim
0x

   
x

xfxxf



 11                          -------------------     (1) 

1) แทนค่า   23xxf    ลงใน (1) 

                   ความชัน T = lim
0x

 
x

xxx



 22
33

        

x
y

y

x

 b
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2) ท าผลลัพธ์ให้อยู่ในรูปที่ง่าย 

                                      = lim
0x

 
     

x

xxxxx



 222 323         

                                      = lim
0x

   
x

xxx




2

36  

                                      = lim
0x

 xx 36  

             ความชัน T  =  x6  
 
4.4 อนุพันธ์ (Derivative) 
     ถ้าก าหนดฟังก์ชัน  xfy   มาให้ฟังก์ชันอนุพันธ์ (derivative) ของฟังก์ชันที่ x เขียนได้ว่า 

 
dx

df
yxf ,,   หรือ 

dx
dy  

                    
   

x

xfxxf
xf







lim

0

 

หรือ        
   

h

xfhxf
xf





lim

0

 

โดยที่  xf   อ่านว่า  “อนุพันธ์ของ f  ในส่วนที่เกี่ยวกับ x  ” 
 
4.5 Derivative Notation 
     อนุพันธ์ฟังก์ชัน สามารถเขียนได้หลายแบบ ได้แก่ 

      xf    f   y  
dx

df   
dx

dy    xf
dx

d
  or    xfDx  

หรือเมื่อก าหนด  ty   อนุพันธ์ของฟังก์ชันสามารถเขียนว่า 

     t       y   
dt

dy
   

dt

d
      t

dt

d
   or   tDt   

 
 
4.6 Rules of Differentiation 
1. กฎฟังก์ชันคงตัว  อนุพันธ์ของฟังก์ชันคงตัว   kxf   (โดยที่ k คือค่าคงที่ใดๆเท่ากับศูนย์) 
                    ถ้าให้  xf = k  

                           0 xf  
Example 4  ถ้าให้  xf = 5 ,   0 xf  
                    ถ้าให้  xf = -9 ,   0 xf  
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2. กฎฟังก์ชันเชิงเส้น อนุพันธ์เชิงเส้น  xf bmx  จะเท่ากับ m  ซึ่งเป็นสัมประสิทธิ์ของ x  
                    ถ้าให้  xf bmx ,   xf m  

Example 5      ให้  xf = 76 x  ,   6 xf  

                        ให้  xf = x
4

1
9   ,   xf  

4

1
   

                        ให้  xf = x18        ,   xf  18 

 

3. กฎฟังก์ชันยกก าลัง ถ้า  

                           nkxxf  ,   1 nnxkxf  
Example 6      ให้  xf = 36x ,   xf

1336  x  218x  
                        ให้  xf = 5x  ,   xf  45x  

 

4. กฎส าหรับผลรวมและต่าง ถ้า  
                                     xhxgxf   
                            xhxgxf    
Example 7      ให้   23 516 xxxf   ,     xxxf 1048 2   
                        ให้   345 2  xxxf   ,   410  xxf  

 

5. กฎผลคูณ ถ้า      xhxgxf   
                                      xgxhxhxgxf    
Example 8      ถ้า    234 5  xxxf  

  54xxg                  23  xxh  

     420xxg              3 xh  
      45 202334 xxxxf   

              455 406012 xxx   45 4072 xx   

 
 

6. กฎผลหาร ถ้า      xhxgxf /   โดยที่    0xh  

                                          
       

  2xh

xhxgxgxh
xf


  

 
 

Example 9    
52

6 3




x

x
xf   ,  










2

5
x  

                                                  
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7. กฎฟังก์ชันยกก าลังโดยทั่วไป ถ้าอนุพันธ์ของฟังก์ชันที่ถูกยกก าลัง       nxgxf   

 แล้ว       xgxgnxf
n


1  

Example 10   หาก      32 8 xxf  
ให้                           82  xxg  
                               xxg 2  

                            xxxf 283
132 
  

                           22 86  xxxf  

 

8. กฎลูกโซ่    หาก    ufy    และ   xgu   
                          ดังน้ัน    xgfy   

                       นั่นคือ    
dx

du

du

dy

dx

dy
  

Example 11 จากฟังก์ชัน  53 74  xy ให้หาค่า  
dx

dy                                   

                                             
 

 

 

 
 
4.7 อนุพันธ์อันดับสูง (Higher-order derivatives) 
       xfxfxfxf   

เช่นหากก าหนดค่าให้      234 785 xxxxf          จะได้ 
                                                    xxxxf 142420 23   
                                        144860 2  xxxf  

                                           48120  xxf  
                                 1204 xf  

                              05 xf  
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แบบฝึกหัดที่ 4 
1) ให้หาลิมิตต่อไปนี้ 

    ก) lim
5x 8

7 2





x

gxx                                          ข) lim
4x

 72 3 x  

    ค) lim
gx 812 



x

gx                                            ง) lim
x 345

4
2

2





x

gxx   

2) ให้หาอนุพันธ์ของฟังก์ชันต่อไปนี้ 

   ก) 38  xy                                                   ข) 16
6  x
x

y  

   ค)   xxf 42                                             ง) 34 26 qqp   

   จ)    946 3  xxxf                                    ฉ)  
x

gxx
xf

3

18 45 
 , 0x  

3) จากฟังก์ชันต่อไปนี้ ให้หาอนุพันธ์ 

   ก)  53 83  xy                                            ข) 
4119

1
3 


xx

y                                                     

   ค) 
667

1

2 


x
y                                         ง)  752 gxy             (ใช้ Chain Rule)    

   จ)  2435  xxy  
4) ให้หาอนุพันธ์อันดับสูง ที่ระดับสองขึ้นไป 

   ก) 19810 23  xxy                                  ข) 
12

3




x

x
y  

   ค)    356  xxf                                   
5) ก าหนดให้      xhxgxf   โดยที่   xg  และ  xh  เป็นฟังก์ชันที่หาค่าสัมบูรณ์ได้ทั้งคู่ 
    ให้พิสูจนว์่า       xhxgxf   
6) หากให้      xhxgxf /  โดยที่   xg ,  xh  มีอยู่จริง และ  xh 0  จงพิสูจน์ว่ากฎผลหาร 
แสดงให้เห็นว่า 

                             
       

  2xh

xhxgxgxh
xf


  

 
            
 

 
 


