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5.แคลคลูสัเชิงอนุพนัธแ์ละการใช้อนุพนัธ์ 
 
5.1 Convexity and Concavity , Maxima and Minima 
  

 
 

Local and Global Extremum Concept 

พจิารณากราฟ a, b , และ c ขา้งล่างนี้ 
 

 

เราพบว่า กรณ ีกราฟ a เป็นกราฟทีว่าดมาจากฟงักช์นัประเภท ค่าคงที ่(Constant Function) 
 ดงันัน้ 
 กรณกีราฟ b เป็นกราฟทีว่าดมาจากฟงักช์นัประเภท ฟงักช์นัเพิม่ สม ่าเสมอ (Strictly Increasing 
Function) 
ดงันัน้กราฟ C เป็นกราฟทีว่าดมาจากฟงักช์นัประเภท โพลโินเมยีล 
 
ทบทวนความจ า! ฟงักช์นัเพิม่สม า่เสมอ (Strictly Increasing Function) หมายถงึ ฟงักช์นัที ่f(x) < f(y) 
ส าหรบัทุกค่า x และ y เมือ่ x < y 
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การทดสอบโดยใช้อนุพนัธอ์นัดบั1 (First Derivative Test) 
 

 
1. 
2. 
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5.2 ค่าสงูสดุและค่าต า่สดุ 
 
5.2.1 การใช้อนุพนัธอ์นัดบั 1 
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Example 1 

 
 
5.2.2 การใช้อนุพนัธอ์นัดบั 2 
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กราฟ (a) เราพบว่า 
 
 
 
 
กราฟ (b) เราพบว่า 
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Example 2  
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5.3 แนวคิดหน่วยสดุท้ายในทางเศรษฐศาสตร์ 
 รายรบัหน่วยสุดทา้ย(Marginal Revenue) คอืการเปลีย่นแปลงของรายรบัรวมเมือ่มกีารขาย
สนิคา้เพิม่ขึน้ 1 หน่วย 
 ส่วนตน้ทุนหน่วยสุดทา้ย ((Marginal Cost) คอืการเปลีย่นแปลงของตน้ทุนรวมเมือ่มกีารผลติ
สนิคา้เพิม่ขึน้ 1 หน่วย 
 และเนื่องจากรายรบัรวม TR และตน้ทุนรวม TC ต่างกเ็ป็นฟงักช์นัของระดบัผลผลติ  Q 
เราจงึสามารถเขยีนความสมัพนัธไ์ดด้งันี้  
 

หาก    TR = TR (Q)      ,  MR = dTR / dQ 
หาก    TC = TR (Q)      ,  MC = dTC / dQ 

 
ในท านองเดยีวกนักบัการเขยีนหน่วยสุดทา้ยของฟงักช์นัอื่นๆทางเศรษฐศาสตรส์ามารถเขยีนในรปู
ฟงักช์นัรวมไดเ้ช่นกนั 
 
Example 3  

ถา้    𝑇𝐶 = 𝑄2 + 5𝑄 + 72 
แลว้ MC = 

  
         ถา้    𝑇𝑅 = −3𝑄2 + 95𝑄 

           แลว้  MR =  
 
5.4  ความสมัพทัธร์ะหว่างฟังกช์นัรวม หน่วยสดุท้ายและเฉล่ีย  
 ในทางเศรษฐศาสตร ์ความสมัพนัธร์ะหว่างวกิฤตระหว่างฟงักช์นัรวม หน่วยสุดทา้ย และเฉลีย่มี
ความส าคญัต่อการตคีวามหมายทางเศรษฐศาสตรเ์ป็นอยา่งยิง่ เช่น  
Example 4 
ก าหนดใหฟ้งักช์นัตน้ทุนรวม 𝑇𝐶 = 𝑄3 − 24𝑄2 + 600𝑄  ใหห้าความสมัพนัธร์ะหว่างฟงักช์นัตน้ทุน
รวม เฉลีย่และหน่วยสุดทา้ย 
ข้อสงัเกต 

1. MC ต ่าลงเมือ่ TC เวา้และเพิม่ขึน้ในอตัราทีล่ดลง และ MC สงูขึน้เมือ่ TC นูนและเพิม่ขึน้ใน
อตัราทีเ่พิม่ขึน้ โดยMC จะอยูท่ีจ่ดุต ่าสุดเมือ่ TC อยูท่ีจ่ดุเบีย่งเวา้และมกีารเปลีย่นการเวา้ 

2. AC ต ่าลงทัว่บรเิวณที ่MC < AC อยูท่ีจ่ดุต ่าสุดเมือ่ MC = AC และสงูขึน้เมือ่ MC > AC 
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5.5 การหาค่าเหมาะสมท่ีสดุของฟังกช์นั 
การหาค่าเหมาะสมทีสุ่ดของฟงักช์นัเป็นกระบวนการในการหาค่าสงูสุดหรอืต ่าสุดของฟงักช์นั 

โดยสามารถท าไดโ้ดยงา่ยตามขัน้ตอนดงันี้  
1. หาอนุพนัธอ์นัดบัทีห่นึ่งก าหนดค่าเท่ากบัศูนย ์และแกห้าจดุวกิฤต ขัน้ตอนน้ีเราเรยีกว่า 

เงือ่นไขอนัดบัทีห่นึ่ง (First order condition) และเงือ่นไขจ าเป็น (Necessary condition) 
2. หาอนุพนัธอ์นัดบัทีส่อง แลว้ประเมนิค่าทีจ่ดุวกิฤต และตรวจเครือ่งหมาย ถา้เครือ่งหมายที่

จดุวกิฤต a  
𝑓 ′′ (𝑎) > 0  นูน (convex) , ค่าต ่าสุดสมัพทัธ์ 
𝑓 ′′ (𝑎) < 0 เวา้ (concave) , ค่าสงูสุดสมัพทัธ ์

                        𝑓 ′′  𝑎 = 0 การทดสอบสรปุผลไมไ่ด้ 
 
ขัน้ตอนทีใ่ชท้ดสอบดว้ยอนุพนัธอ์นัดบัทีส่องนี้เรยีกว่า เงือ่นไขอนัดบัทีส่อง (Second order 
condition) และเงือ่นเพยีงพอ (Sufficient condition) โดยสรปุคอื 

ค่าสงูสุดสมัพทัธ ์
         𝑓 ′ 𝑎 = 0 
         𝑓 ′′ (𝑎) < 0 

และ 
ค่าต ่าสุดสมัพทัธ ์

         𝑓 ′ 𝑎 = 0 
       𝑓 ′′ (𝑎) > 0 

 
 
แบบฝึกหดั 
1. ใหห้าค่าเหมาะทีสุ่ดของฟงักช์นัต่อไปน้ีโดย 
(a) หาค่าวกิฤตทีซ่ึง่ฟงักช์นัอยูท่ีค่่าเหมาะสมทีสุ่ด 
(b) ทดสอบเงือ่นไขอนัดบัทีส่อง เพื่อแยกระหว่างค่าสงูสุดหรอืต ่าสุดสมัพทัธ์ 
 (1)     𝑦 = 9𝑥2 + 16𝑥 − 74 
 (2)     𝑦 = −5𝑥2 + 90𝑥 − 73 
          (3)     𝑦 = (7 − 2𝑥)4 
2. ใหห้าฟงักช์นัหน่วยสุดทา้ย และฟงักช์นัเฉลีย่และประเมนิค่าทัง้สองที ่Q=2 และ Q=4 
ของฟงักช์นั 𝑇𝐶 = 𝑄2 + 9𝑄 + 16 
3. จงหาฟงักช์นั MR ซึง่สมัพนัธก์บัฟงักช์นัอุปสงค ์P = -0.1Q + 25 และประเมนิค่า MR ที ่Q = 2  
และ Q = 4 
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4.จงแสดงว่ารายรบัหน่วยสุดทา้ย (MR) จะตอ้งเท่ากบัตน้ทุนหน่วยสุดทา้ย (MC) ทีร่ะดบัของผลผลติที่
ใหก้ าไรสงูสุด 
5.จงหาค่าสงูสุดของฟงักช์นัรายรบัรวม (TR) และก าไรรวม (𝜋) โดย (1) หาค่าวกิฤต (2) ทดสอบโดยใช้
เงือ่นไขอนัดบัทีส่อง และ (3) ค านวณหาค่าสงูสุดของ TR และ 𝜋 
(a). 𝑇𝑅 = 96𝑄 − 2𝑄2 
(b) 𝜋 = −2𝑄3 − 15𝑄2 + 3000𝑄 − 1200  
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6. การหาผลเลิศหรือค่าเหมาะสมโดยไม่มีขอบเขต(กรณีตวัแปรอิสระตวัเดียว) 
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 6.1 การหาค่าเหมาะสมท่ีสดุของฟังกช์นั 
การหาค่าเหมาะสมทีสุ่ดของฟงักช์นัเป็นกระบวนการในการหาค่าสงูสุดหรอืต ่าสุดของฟงักช์นั 

โดยสามารถท าไดโ้ดยงา่ยตามขัน้ตอนดงันี้  
3. หาอนุพนัธอ์นัดบัทีห่นึ่งก าหนดค่าเท่ากบัศูนย ์และแกห้าจดุวกิฤต ขัน้ตอนน้ีเราเรยีกว่า 

เงือ่นไขอนัดบัทีห่นึ่ง (First order condition) และเงือ่นไขจ าเป็น (Necessary condition) 
4. หาอนุพนัธอ์นัดบัทีส่อง แลว้ประเมนิค่าทีจ่ดุวกิฤต และตรวจเครือ่งหมาย ถา้เครือ่งหมายที่

จดุวกิฤต a  
𝑓 ′′ (𝑎) > 0  นูน (convex) , ค่าต ่าสุดสมัพทัธ์ 
𝑓 ′′ (𝑎) < 0 เวา้ (concave) , ค่าสงูสุดสมัพทัธ ์

                        𝑓 ′′  𝑎 = 0 การทดสอบสรปุผลไมไ่ด้ 
 
ขัน้ตอนทีใ่ชท้ดสอบดว้ยอนุพนัธอ์นัดบัทีส่องนี้เรยีกว่า เงือ่นไขอนัดบัทีส่อง (Second order 
condition) และเงือ่นเพยีงพอ (Sufficient condition) โดยสรปุคอื 

ค่าสงูสุดสมัพทัธ ์
         𝑓 ′′  𝑎 = 0 
         𝑓 ′′ (𝑎) < 0 

และ 
ค่าต ่าสุดสมัพทัธ ์

         𝑓 ′′  𝑎 = 0 
       𝑓 ′′ (𝑎) > 0 

 
Example  
 ใหห้าค่าเหมาะทีสุ่ดของฟงักช์นัต่อไปน้ีโดย 
(a) หาค่าวกิฤตทีซ่ึง่ฟงักช์นัอยูท่ีค่่าเหมาะสมทีสุ่ด 
(b) ทดสอบเงือ่นไขอนัดบัทีส่อง เพื่อแยกระหว่างค่าสงูสุดหรอืต ่าสุดสมัพทัธ์ 
 (1)     𝑦 = 5𝑥2 + 15𝑥 − 74 
 (2)     𝑦 = −5𝑥2 + 90𝑥 − 73 
          (3)     𝑦 = −2(𝑥 + 19)4 
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7.การหาอนุพนัธข์องฟังกช์นัท่ีมีตวัแปรอิสระมากกว่า 1 ตวั 
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ตวัอย่างท่ี 1  

 
ตวัอย่างท่ี 2 
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แบบฝึกหดั 

 
 
 
 
 


