
6.Calculus Multivariable Functions 

 

6.1 Functions of Several Variables and Partial Derivatives 
     ในการวัดผลกระทบของการเปลี่ยนแปลงที่เกิดจากการเปลี่ยนแปลงของตัวแปร กรณีที่ฟังก์ชัน
ประกอบด้วยตัวแปรหลายตัว สามารถกระท าได้โดยใช้กฎของอนุพันธ์แบบบางส่วน (Rules of 
Partial Differentiation) ได้แก่ 
 
1. Product Rule 
     Given    yxhyxgz ,,   , 
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2. Quotient Rule 
     Given    yxhyxgz ,/,   and   0, yxh , 
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3. Generalized Power Function Rule 
     Given   nyxgz ,  , 
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6.2 Second-order Partial Derivatives 
     Given  yxfz ,   we can get  
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Example 1 Given   yxxz 6253   , by the product rule 
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Example 2 Given    yxyxz 35/76   , by the quotient rule  
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Example 3 ก าหนดให้  423 7yxz   , ใช้ Generalized Power Function Rule 
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Example 4  จาก 53 297 yxyxz   ให้หา (a) first order derivative (b) second-order 
derivative และ (c) cross partial derivative 

a) yxz
x

z
x 921 2 




 , 4109 yxz

y

z
y 



  

b) xz
x

z
xx 42

2

2





        , 3

2

2

40yz
y

z
yy 



  

c)   9921 2
2



























xyzyx

yx

z

yxy

z
            

     9109 4
2



























yxzyx

xy

z

xyx

z  

 
 
 



6.3 Optimization of Multivariable Functions 
จากฟังก์ชัน  yxfz ,  ในการหาค่าเหมาะสมที่สุด สามารถกระท าได้ดังนี้   
Relative maximum                                                            Relative minimum  
1. xf , yf  0                                                                  1. xf , yf  0  
2. xxf , yyf 0                                                          2. xxf , yyf 0                                                            
3. 2)( xyyyxx fff                                                           3. 2)( xyyyxx fff                                                              
 
Example 5   ก าหนดให้  12541472 33  yxxyz   
a) ให้หาจุดวิกฤต   b) ทดสอบว่าฟังก์ชันมีค่า maximum และ minimum 
วิธีท า a) take FOC (First order condition) 

01473 2  xzx
                ,                        0546 2  yz y  

                     492 x                                             92 y  
                          7x                                               3y   
ด้วย 7x , 3y  , เรามีจุดวิกฤต (7,3), (7,-3), (-7,3), (-7,-3)  
          b) Tack SOC และวิเคราะห์จุดวิกฤต , Check the signs ; 
                     xzxx 6                         ,                 yzyy 12                                                                 
1) 42)7(6)3,7( xxz 0                 36)3(12)3,7( yyz 0    
2) 42)7(6)3,7( xxz 0              36)3(12)3,7( yyz 0  

3) 42)7(6)3,7( xxz 0         36)3(12)3,7( yyz 0  
4) 42)7(6)3,7( xxz 0             36)3(12)3,7( yyz 0  
(1),(4) มีเคร่ืองหมายไม่สอดคล้องกับเงื่อนไข ดังนั้น (2),(3) สอดคล้องกับเงื่อนไข ดังนั้น จุดที่
เป็น maximum คือ (7,-3) และ  minimum คือ (-7.3) ตามล าดับ 
     ดังนั้นเราสามารถตรวจค าตอบเงื่อนไขสุดท้ายได้ว่า จุดวิกฤตน้ันถูกต้องหรือไม่  
นั่นคือ    2),(),(),( bazbazbaz xyyyxx   
                              0xyz                       ,                0yxz  

                     ),(),( bazbaz yyxx                      2),( bazxy   
From (2)             )36()42(                                20  
                                 1,512                                        0  
From (3)               )36()42(                                  20  
                                 1,512                                        0  
นั่นคือ ค่าสูงสุดคือ (7,-3) และค่าต่ าสุด (-7.3)  ณ จุดวิกฤต  
 



6.4 การหาค่าที่เหมาะท่ีสุดด้วยตัวทวีคูณลากรานจ์ในกรณีท่ีก าหนดข้อจ ากัด 
(Constrained Opimization with Lagrange Multiplier) 
     ก าหนดให้  yxf ,  เป็นเป้าหมายและมีข้อจ ากัดที่ก าหนดโดย  yxg , เราสามารถหาค่าที่
เหมาะสมที่สุดได้โดย ก าหนดขอบเขตให้เป็นศูนย์ และตั้งเงื่อนไขคือ 
(ให้ k  = constant term,  = Lagrange Multiplier) 
              ),(),(),,( yxgkyxfyxF    
และให้   0),,( yxFx  , 0),,( yxFy  , 0),,(  yxF   
Example 6   Optimize the function 2634 2 yxyxz   subject to constraint 56 yx  

1) ก าหนดให้ขอบเขตเป็นศูนย ์
                          056  yx                                    ---------------------------------(1) 
2) ตั้งเงื่อนไขใหม่คือ  
                 )56(634 22 yxyxyxz             ----------------------------------(2) 
3) Take FOC ทั้ง 3 กรณี 
                 038  yxzx                                       ----------------------------------(3) 
    0123  yxzy                                     ----------------------------------(4) 
                 056  yxz                                         ----------------------------------(5) 
เพื่อก าจัด   เอา  (3)ลบ  (4) ได้   
                 095  yx  ,  yx 8.1  

แทน yx 8.1  ใน (5) 
                 08.156  yy  , 200 y  

  เราจะได้   36x  ,  3480   

แทนคาเหล่านี้ลงใน (2)   

                    )203656)(348()20(6)20)(36(3)36(4 22 z  

                     )0)(348()400(6)720(3)1296(4   744,9  

 

6.5 Total and Partial Differentials  
สมมติให้  yxfz ,  เราสามารถหา  Total differential ได้ดังนี ้
                dyzdxzdz yx   

โดยที่  xz  และ yz เป็น partial derivative ของ z เทียบกับ x  และ y  ตามล าดับ  ซ่ึง  dx  และ dy เป็น
การเปลี่ยนแปลงส่วนย่อยใน x  และ y  แต่ Total differential เป็นการเปลี่ยนแปลงโดยรวมนี้เกิด
จากการเปลี่ยนแปลงของตัวแปรตาม ที่เกิดจากการเปลี่ยนแปลงย่อยในตัวแปรอิสระ 
 

 



Example 7  ก าหนดให้  34 38 yxyxz   

                  yxzx 84 3           ,          298 yxzy   

    dyyxdxyxdz )98()84( 23   

 

 

Example 8  ก าหนดให้   yxfz , yx 76 3     
เมื่อ  834)( 2  xxxgy  ,    Total differential 

dx
dz  เมื่อเทียบกับ x  คือ 
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yx                                                 ----------------------------------(1) 

เมื่อ  218xzx   , 7yz  และ 38  x
dx

dy , แทนที่ (1) 

                  215618)38(718 22  xxxx
dx

dz
 

Check ค าตอบโดยลองแทนที่  834 2  xxy ลงในสมการตั้งต้นจะได้ 

             )834(76 23  xxxz 5621286 23  xxx  

           
dx

dz
215618 2  xx  

 

 
แบบฝึกหัด 

 

1) เมื่อ  )423)(( yxwyxwz   ให้หา FOC โดยใช้ product rule function 
2) เมื่อ 2.07.0),( yxyxf    ให้หา FOC , SOC 
3) ให้หาค าตอบที่เหมาะสมที่สุดของ  24),,( xyzzyxf   ภายใต้ข้อจ ากัด  56 zyx  
4) ให้หา total differential  dyzdxzdz yx   จากฟังก์ชันต่อไปนี้ 
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     b) )78(7 2 yxxz                d) 3)3( yxz   


