
         8.แคลคูลัสของฟังก์ช่ันหลายตัวแปรทีเก่ียวข้องกับแนวคิดทางเศรษฐศาสตร์ 
 

8.1 Marginal Productivity 
         ผลผลิตหน่วยสุดท้ายของปัจจัยทุน (MPK) คือการเปลี่ยนแปลงในผลผลิตที่เกิดจากการ
เปลี่ยนแปลงในปัจจัยทุน โดยที่ก าหนดให้สิ่งอื่นๆคงที่ สมมติให้ฟังก์ชันการผลิตคือ 
         22 3236 LKKLQ   

         ในที่นี้ MPK หาได้จาก การหา partial derivative 
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         ในท านองเดียวกัน MPL  หาได้จาก 
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Example 
1. ให้หา Marginal productivity ของปัจจัยการผลิตต่างๆ จากฟังก์ชันการผลิตต่อไปนี้ 
     a) 22 25.0 LKLKQ                   b) 3232 5.02525.03820 yyyxxxQ   
         LkMPK 2                                   275.068 XxMPx   
        KLMPL 22                                   25.145 yyMPy   
2. ให้หา Marginal Cost ของหน่วยผลิตของปัจจัยทางการผลิตต่างๆจากฟังก์ชั่นต้นทุนการผลิต
ต่อไปนี้ และ หา  Marginal Cost ที่ก าหนดเมื่อ x=5 , y=3 
          22 265.173 yyxyxxC   
        yxMCx 5.176   
          yxMCy 465.1   
        Marginal Cost of x เมื่อ x =5 and y=3 คือ 
                 5.4135.1756 xMC  
 
8.2 การก าหนดตัวทวีคูณด้านรายได้ และการเปรียบเทียบเชิงสถิติ 
      Income Determination Multipliers and Comparative Statistics  
 
          )( MXGIC   
 
where  bYCC  0         0GG           mYMM  0   
             iYII  0           0XX   



นั่นคือ  ระดับรายดุลยภาพ คือ 
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ดังนั้น ตัวทวีคูณด้านการใช้จ่ายภาครัฐ คือ 
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ตัวทวีคูณด้านการน าเข้า คือ 
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ตัวทวีคูณด้านการลงทุน คือ 
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8.3 ค่าความยืดหยุ่นของอุปสงค์ต่อรายได้ และค่าความยืดหยุ่นไขว้ของอุปสงค์ 
 

 Income elasticity of demand : y เป็นการวัดการเปลี่ยนแปลงของอุปสงค์ของสินค้าที่เกิด
จากการที่รายได้เปลี่ยนแปลง เมื่อก าหนดให้ปัจจัยอ่ืนคงที่ 
 

 Cross price elasticity of demand : c เป็นการวัดความสัมพันธ์ของอุปสงค์ของสินค้าหนึ่ง
ที่เปลี่ยนแปลงไปจะมีผลต่อการเปลี่ยนแปลงของอุปสงค์ของสินค้าอีกชนิดหน่ึง 
 
หากก าหนดให้ Demand function คือ 

               mYcPbPaQ  211  

 
เมื่อ  Y = รายได้ , และ 

2P ราคาสินค้าทดแทน , 1P ราคาสินค้า 
 
ดังนั้น ค่าความยืดหยุ่นอุปสงค์ต่อรายได้ คือ 
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Example ก าหนดให้ YPPPQ 001.023450 3211   ณ 51 P , 72 P , 

33 P , 000,11Y  และ 261 Q      
  (a) ให้ใช้ความยืดหยุ่นไขว้ในการก าหนดความสัมพันธ์ระหว่างสินค้าชนิดที่หนึ่ง และสินค้าที่
เหลืออีกสองชนิด   
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 
12 มีเคร่ืองหมายติดลบ แสดงว่าสินค้าชนิดหน่ึงและสองเป็นสินค้าใช้ประกอบกัน นั่นคือ 

เมื่อ 
2P ราคาสูงขึ้นท าใหป้ริมาณการบริโภค 

1Q  ลดลง 
 13 มีเคร่ืองหมายเป็นบวก แสดงว่าสินค้าชนิดหนึ่งและสองเป็นสินค้าใช้ทดแทนกัน นั่น

คือ เมื่อ 3P ราคาสูงขึ้นท าให้ปริมาณการบริโภค 
1Q  เพิ่มขึ้น 

 
      (b) ก าหนดให้มีการเพิ่มขึ้นของราคาสินค้า 2 และ 3 ให้หาผลการเปลี่ยนแปลงที่เกิดขึ้นต่อ 

1Q  
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Rearranging terms and substituting the known parameters, 
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ถ้า 
2P เพิ่มขึน้ 10% , 

1Q ลดลง 8.1% 

                      13 






 







 

3

3

1

1

P

P

Q

Q  

                   








 




3

3
13

1

1

P

P

Q

Q  )10.0(23.0  023.0  

ถ้า 3P เพิ่มขึน้ 10% , 
1Q เพิ่มขึ้น  2.3% 

 
8.4 Optimization of Multivariable Functions in Economics 
     บ่อยครั้งในกระบวนการผลิตเสื้อผ้าส าเร็จรูปมีหลากหลายคุณภาพตั้งแต่ราคาสูงถึงราคาถูก 
เป้าหมายของก าไรสูงสุด หรือ ต้นทุนน้อยที่สุด ภายใต้เงื่อนไข 
Example  โรงงานผลิตสินค้าสองชนิดคือ สินค้า x และสินค้า y โดยมี profit function. 

                143244264 22  yyxyxx  

ให้หาปริมาณ การผลิต ณ ระดับที่ได้ก าไรสูงสุดของสินค้า x  และ y  
 
 



วิธีท า  1. หา First order Derivatives ของ x  และ y และก าหนดให้เป็นศูนย์ 
             04464  yxx  
            3284  yxy  
เมื่อแก้สมการจะได้ 40~ x , 24~ y  

          2. หา Second Order Direct Partial Derivatives and make sure both are negative 

และจะเป็นค่าทีท่ าให้ได้ก าไรสูงสุด 

          4xx                            8yy  

              3. หา Cross partials  และทดสอบว่า  xx yy >  2
xy  

พบว่า 4xy yx  ดังนั้น 
            2

xyyyxx    

           2484   
                  1632   
  สามารถบอกได้ว่า ระดับการผลิตสินค้า x  ที่ 40 หน่วย , สินค้า y  ที่ 24 หน่วย ท าให้ได้ก าไรสูงสุด 

 

8.5 Constrained Optimization of Multivariable Functions in Economics 
     การหาค าตอบในปัญหาทางเศรษฐศาสตร์บ่อยคร้ังที่จะต้องพบกับปัญหาที่อยู่ภายใต้ข้อจ ากัด
ต่างๆ เช่น การจัดสรรงบประมาณอย่างไรให้เกิดความพอใจสูงสุด หรือ ผลิตอย่างไรให้เกิดต้นทุน
ต่ าที่สุด โดยใช้ Lagragian Function 
Example  ให้หาจุดวิกฤตส าหรับการหาต้นทุนการผลิตที่ต่ าสุดของการผลิตของหน่วยผลิตในการ
ผลิตสินค้า x  และ y เมื่อก าหนด Cost Function คือ  22 128 yxyxC   โดยที่หน่วยผลิตมี
ข้อก าหนดว่าต้องผลิตสินค้าสองชนิดรวมกันให้ได้ 42 นั่นคือ 42 yx  

วิธีท า  1.             042  yx  
          2. Set up   yxyxyxC  42128 22   
          3. Take FOC ทีละส่วน 
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     แก้สมการหาค่า 25x  , 17y  , 383  
ที่ 383  หมายความว่า การผลิตที่เพิ่มขึน้ในขอบเขต (Production quota) น าไปสู่การเพิ่มขึ้นของ
ต้นทุนประมาณ $383 
 



8.6 Homogeneous Production Function 
     A production จะเป็น homogeneous ถ้าปัจจัยการผลิตคูณด้วยค่าคงที่ค่าบวก (k), ค่าคงที่สามารถ
บ่งบอกถึงระดับของปัจจัยการผลิตได้ คือ 
 
     ถ้าก าลังของปัจจัยเป็น 1 the function is homogeneous of degree 1 
     ถ้าก าลังของปัจจัยมากกว่า 1 หมายความว่า the function is homogeneous greater than 1 
     ถ้าก าลังของปัจจัยน้อยกว่า 1 หมายความว่า the function is homogeneous less than 1 
 

ฟังก์ชัน   yxfZ ,    is homogeneous of degree n  , if for all positive of k   
 

   yxfkkykxf n ,,   
 

Example the degree of homogeneity of a function is illustrated below,  
1. yxZ 98   is homogenous of degree 1 because  
           yxkkykxkykxf 9898,   
2. 22 yxyxZ   is homogenous of degree 2 because  
          22 )()()(, kykxykxkykxf   
                         )( 222 yxyxk   
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8.7 Returns to Scale 
 
     ฟังก์ชันการผลิตจะบ่งบอกว่าเป็น constant returns to scale เมื่อ เพิ่มปัจจัยการผลิตในสัดส่วน k , 
ผลผลิตจะเพิ่มขึ้นในอัตราส่วนเดียวกัน 
     หากเป็น increasing returns to scale คือเมื่อเพิ่มปัจจัยการผลิตในสัดส่วน k  ผลผลิตจะเพิ่มขึ้น
มากกว่า k  และ 
      หากเป็น diminishing return to scale คือเมื่อเพิ่มปัจจัยการผลิตในสัดส่วน k  ผลผลิตจะเพิ่มขึ้น
น้อยกว่า k  หรือ  



ฟังก์ชันการผลิตมี homogeneous > , < , = 1 , returns to scale จะเป็น increasing , constant or 
diminishing 
 
Example จากฟังก์ชันการผลิตต่อไปนี้ให้ระบุ level of homogeneity และ returns to scale 
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นั่นคือ homogeneous of degree 0, and return to scale are decreasing 
 
b) yxyxQ 762   

เพราะ  kykxf ,  )76()(7))((6)( 22222 yxyxkkykykxkx   
นั่นคือ Q  มี homogeneous of degree 2, and return to scale are increasing 
 
8.8 Optimization of Cobb-Douglas Production Function  
การวิเคราะห์ทางเศรษฐศาสตร์ในการวิเคราะห์ฟังก์ชันการผลิต เช่น Cobb-Douglas Production nf  
 

LAKq    1,0;0  A  

 

เมื่อ q คือ ผลผลิต , k  คือ Capital , L  คือ Labor 
ในที่นี้  (the output elasticity of capital) วัด % การเปลี่ยนแปลงของผลผลิตเมื่อ K  เปลี่ยนแปลง
ไป 1 %  
เมื่อให้ L คงที่ ;  ( the output elasticity of labor) วัด % การเปลี่ยนแปลงของผลผลิตเมื่อ L  
เปลี่ยนแปลงไป 1% และให้ K  คงที่ 
     และ A  แสดงถึง efficiency parameter สะท้อนถึงระดับเทคโนโลยีการผลิต 

 

ใน Cobb-Douglas function หาก 1   >> Constant returns to scale 
                                            หาก 1   >> Increasing returns to scale 
                                            หาก 1   >> Decreasing returns to scale 
 
Example สมมติให้ Budget constraint คือ $108 เมื่อ $3KP  และ $4LP  จากฟังก์ชันการผลิต 

5.04.0 LKq   ให้หาสัดส่วนที่เหมาะสมในการผลิต 
 



วิธีท า Set up Lagragian function 

                     LKLKQ 431085.04.0    

 1)  034.0 5.06.0 


  LKQ
K

Q
k                   ------------------------(1) 
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L                      ------------------------(2) 
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
                          ------------------------(3) 

 
Rearrange , แล้วหาร (1) ด้วย (2) เพื่อก าจัด   
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             75.08.0 11  LK  
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แทน KL 9375.0  ใน (3)   09375.043108  KK   ได้ 16K  

แทน 16K  ใน (3) จะได้ 15L  


